Exercices du cours d’analyse convexe et d’optimisation non différentiable

Première partie

On définit à minimiser la fonction  définie par :

Sous la contrainte de bornes suivante : 
1. Dans un premier  temps, on écrira un programme calculant la valeur de cette fonction en un point donné, sous Scilab ou Matlab. Le programme, qui pourrait s’appeler simul, prend comme entrées le point  et rend la valeur de la fonction et un sous-gradient  à ce point :
function [f,g]=simul(x)

2. On essaiera ensuite de résoudre ce problème par différentes méthodes :
a. D’abord, on visualisera  ainsi que son sous-gradient
b. Ensuite, on appliquera la méthode de sous-gradient :
i. On implémentera la fonction dont la signature est donnée ci-dessous. Les arguments sont les suivants :
fun : nom de la fonction à minimiser.
pt_initial : point initial de l’algorithme
nb_iter : nombre d’itérations à effectuer
epsilon : pas de l’algorithme
mode_it : méthode :
1 : pas constants
2 : pas de longueur  à la kème itération
3 : pas de longueur  à la kème itération
mode_graphe :
0 : pas d’affichage des itérations
1 : affichage des itérations en superposition sur le graphe de la fonction
sx : séquence des points x
sy : séquence des points y=f(x)
f : dernière valeur y obtenue
function[sx,sy,f]=sous_gradient(fun,pt_initial,nb_iter,epsilon,mode_it,mode_graphe)


ii. On donnera le tableau des valeurs finales obtenue pour sur les cas suivants :
	pt_initial
	epsilon
	nb_iter
	mode_it

	0 :2 :8
	0.1
	100
	1 :3

	-6 :2 :2
	0.1
	1000
	1 :3

	3
	1
	1000
	1




iii. Tracer les itérations successives pour quelques exemples dans le mode à pas constant. Que se passe-t-il si le point de départ est supérieur à 6 dans le mode à pas constant ?

c. Enfin, on appliquera la méthode des plans sécants.
i. Ecrire la fonction ci-dessous dont les arguments sont :
fun : nom de la fonction à minimiser.
xmin : borne inférieure de x
xmax : borne supérieure de x
tolf : arrêt de l’algorithme quand l’écart entre la « vraie » valeur de la fonction au point x et la valeur approchée par les plans sécants (avec x minimisant la fonction approchée par les plans sécants) est plus petite que tolf.
maxit : nombre maximum d’itération
mode_graphique :
0 : pas d’affichage des plans sécants
1 : affichage des plans sécants (ici des droites) en superposition sur le graphe de la fonction
xf : séquence des points x où les plans sécants sont calculés
f : dernière valeur y obtenue
On pourra utiliser la fonction linpro (présente dans scilab 4 mais absente dans scilab 5) ou linprog (matlab) pour résoudre le problème linéaire associée à chaque itération de la méthode des plans sécants.
function [xf,f]=  plans_secants(fun,xmin,xmax,tolf,maxit,mode_graphique)
ii. Exécuter la méthode des plans sécants et afficher le graphique correspondant.


Seconde partie

En seconde partie du cours, nous allons résoudre le problème : 




1. Résolution directe
a. On utilisera pour cela la fonction quapro (Scilab < 5.0) ou quadprog (Matlab).
b. On vérifiera graphiquement le résultat.

2. Résolution par décomposition
a. Ecrire la fonction duale associée au problème d’optimisation. Cette fonction dépendra uniquement de la variable duale associée à la contrainte égalité. Les contraintes de bornes ne seront pas dualisées.
b. Résoudre analytiquement le problème de minimisation présent dans la fonction duale afin d’obtenir une forme explicite de celle-ci. On implémentera alors la fonction suivante qui revoit la valeur de la fonction duale f et un sous-gradient (grad) au point lambda où lambda est la variable duale associée à la contrainte égalité.
function [f,grad] = simul2(lambda)
c. Maximiser par la méthode du sous-gradient et par la méthode des plans sécants la fonction duale. Avec la méthode du sous-gradient, on fera les tests suivants :
	pt_initial
	epsilon
	nb_iter
	mode_it

	-50 :10 :0
	1
	10
	1 :3

	-50 :10 :0
	1
	1000
	1 :3

	-10
	10
	1000
	1


d. Si le temps le permet, implémenter la fonction duale sous sa forme implicite, i.e. en résolvant le problème de minimisation associé à chaque étape (avec linpro ou linprog).
